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Etude de Géométrie Cinématique réglée. 

Par René de Saussure. 



Remarques préliminaires: Comme il y a autant de droites réelles dans 
l'espace que de points sur une surface imaginaire, on peut établir une corres- 
pondance entre chaque droite de l'espace réel et chaque point de la surface 
imaginaire. Par exemple, si a; = «i + ix^ et «/ = 2/i + iy^ sont les deux para- 
mètres complexes qui définissent la position d'un point sur la surface, on peut 
convenir de faire correspondre à ce point la droite de l'espace dont les coordon- 
nées sont Xi, iCa, yi, î/g, quel que soit du reste le système de coordonnées employé. 
Si le point décrit sur la surface une courbe imaginaire, la droite décrit dans 
l'espace une congruence réelle, puisque toute relation entre a; et ^ équivaut à 
deux relations entre Xi, x^, yi, y^. On a utilisé ce genre de correspondance 
pour obtenir une représentation réelle d'une courbe plane imaginaire.* Nous 
nous proposons d'établir une correspondance purement synthétique entre les 
points de la surface imaginaire et les droites de l'espace, de manière à obtenir 
une géométrie de l'espace réglé basée sur la géométrie, supposée connue, de la 
surface. 

Ce but ne peut être atteint par une simple correspondance entre les coor- 
données du point imaginaire et celles de la droite réelle, car alors aux notions 
intuitives de distances, d'angles, etc., sur la surface, ne correspondrait rien 
d'analogue dans l'espace réglé. La distance de deux points par exemple ne 
serait plus qu'une fonction complexe des coordonnées de ces deux points, c'est-à- 
dire dans l'espace, une fonction double des coordonnées des deux droites 
représentant les deux points. On pourra il est vrai trouver dans l'espace une 
interprétation géométrique de cette fonction, mais une telle interprétation ne con- 
servera pas à la définition du mot distance son principal caractère, qui consiste 

* Voir : Duport, " Sur un mode particulier de représentation des imaginaires." Annales de l'Ecole 
Normale Supérieure, vol. 9. 
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en ce que la distance de deux points doit rester invariable tant que les deux points 
font partie d'un système rigide. 

On définira donc a priori la distance de deux droites dans l'espace comme 
étant la grandeur complexe déterminée par les deux droites et qui reste inva- 
riable tant que les deux droites forment un système rigide. Chaque espèce de 
grandeur sera définie d'une manière analogue, c'est-à-dire d'une manière rappelant 
sa signification primitive ; on obtiendra ainsi une géométrie de l'espace réglé oii 
les grandeurs seront des quantités complexes ; enfin on cherchera s'il existe une 
surface imaginaire dont la géométrie ponctuelle soit identique à cette géométrie 
de l'espace réglé. 

En opérant ainsi, on trouve que cette surface est la sphère imaginaire, de 
sorte qu'on peut déduire de la géométrie sphérique une géométrie réglée, per- 
mettant en particulier de ramener l'étude du mouvement des corps solides à 
l'étude du mouvement d'une figure invariable sur une sphère, mouvement qui, 
on le sait, est analogue au mouvement plan. 

1°. — Principes de géométrie synthétique de Vespace réglé. 



Considérons une sphère imaginaire de rayon i=\/ — 1 et faisons corres- 
pondre à chaque point de cette sphère une droite réelle de l'espace ; l'espace 
réglé est alors la représentation de la surface de la sphère imaginaire. Toute 
courbe imaginaire tracée sur la sphère contient une double infinité de points ; sa 
transformée dans l'espace réglé est ainsi une congruence de droites réelles.* 

On supposera la sphère imaginaire fondamentale douée des mêmes propriétés 
géométriques qu'une sphère réelle et chacune de ces propriétés se traduira par 
une propriété analogue dans l'espace réglé. On mettra en regard l'un de l'autre 
les énoncés relatifs aux propriétés qui se correspondent, ainsi qu'il suit : 

Sphère imaginaire. Espace réglé. 

Définition du cercle : Si l'on fixe Définition de la congruence circu- 

un point de la surface de la sphère, laire: Si l'on fixe (en position) une 
cette surface ne peut plus glisser libre- droite de l'espace, celui-ci ne peut plus 

* Une congruence contient^ ainsi qu'une surface une double inanité d'éléments constitutifs et l'on 
pourrait se demander si la théorie des congruences est analogue à celle des surfaces, mais il y a cette 
différence que deux surfaces ont en commun une infinité de points, tandis que deux congruences ne 
possèdent qu'un nombre fini de droites communes. La congruence se rapproche donc par sa constitu- 
tion de la courbe imaginaire. 
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ment sur elle-même, mais elle peut 
prendre un mouvement autour du 
point fixe, mouvement auquel on 
donne le nom de rotation. Pendant 
ce mouvement, chaque point de la 
sphère décrit sur sa surface une 
courbe qu'on appelle petit cercle ou 
simplement cercle de la sphère ; le 
point fixe se nomme le pôle du cercle. 



glisser librement sur lui-même, mais il 
peut tourner autour de la droite et 
glisser parallèlement à la direction de 
celle-ci ; on donnera à ce mouvement 
le nom de torsion.* Pendant ce mouve- 
ment (qui a deux degrés de liberté), 
chaque droite de l'espace supposé 
entraîné décrit une congruence qu'on 
appelera congruence circulaire; la 
droite fixe sera le pôle de la congru- 
ence ainsi définie. 



Une congruence circulaire se compose donc des droites tangentes à un 
cylindre de révolution et faisant un angle constant avec les génératrices. L'axe 
du cylindre est le pôle de la congruence. Celle-ci admet un cône directeur de 
révolution dont l'axe coïncide avec celui du cylindre, de sorte que la surface 
focale de la congruence circulaire comprend, outre le cylindre, un cercle à l'infini 
dont le plan est perpendiculaire à l'axe du cylindre- 



Définition de la distance : Etant 
donnés deux points sur la sphère, on 
appelle distance de ces deux points 
une grandeur déterminée par leur 
position relative et qui reste invari- 
able pendant le déplacement des 
points sur la sphère, tant que ces 
points appartiennent à une figure 
rigide. 

En particulier, si p -jr qi est la 
longueur de l'arc de grand cercle qui 
joint les deux points, l'expression la 
plus générale de leur distance sera: 



Définition du distangle : Etant 
données deux droites dans l'espace, on 
nommera distangle des deux droites 
une grandeur (complexe) déterminée 
par leur position relative et qui reste 
invariable pendant le déplacement des 
droites, tant que celles-ci forment un 
système rigide. 

En particulier, si P désigne la 
plus courte distance des deux droites 
et Q leur angle, l'expression la plus 
générale de leur distangle sera : 



*Dans sa "Theory of Screws," R. S. Bail donne le nom de torsion (twist) à tout déplacement 
hélicoïdal ; nous emploierons le mot de torsion pour désigner un mouvement à deux degrés de liberté 
comprenant tous les déplacements possibles autour d'une même droite fixe. 
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f{P> 9') + *^(i'> 9) puisque cette dis- 
tance est déterminée lorsque p + qi 
l'est. 



On voit qu'un cercle de la sphère 
tel qu'il a été défini plus haut est aussi 
le lieu des points de la surface équi- 
distants d'un point fixe, qui est le pôle 
du cercle, puisque l'arc p -\- qi reste 
constant lorsque le point décrit le 
cercle. 

Sur la sphère, on convient de 
mesurer la distance de deux points 
par l'arc de grand cercle joignant ces 
points, c'est-à-dire que l'on pose : 
f{p,q)=p et ^{p,q) = g; la dis- 
tance des deux points est alors p -{■ qi. 
La raison de ce choix est qu'un grand 
cercle est la seule courbe sphérique 
qui puisse servir à mesurer la distance 
de deux quelconques de ses points ; 
autrement dit la seule courbe pour 
laquelle on ait : 



V n 



n 



n 



quel que soit n. 



F{P, Q) + T.^{P, Q), expression 
dans laquelle / est un symbole an- 
alogue à i ou \/ — 1 ; en effet ce dis- 
tangle est déterminé lorsqu'on se donne 
Pet Q. 

On voit qu'une congruence circu- 
laire est aussi le lieu des droites de 
l'espace qui forment un distangle con- 
stant avec une droite fixe, appelée 
pôle, puisque P ei Q restent constants 
lorsque la droite décrit la congruence. 

Dans l'espace réglé, on convien- 
dra de prendre pour mesure du dis- 
tangle de deux droites une expression 
de la forme : F {P, Q) + /.0(P, Q), 
en assujetissant les fonctions i^ et $ 
à satisfaire à la condition : 



f(- 



\ n 



n 



) + /.*( 



P^ 

n 



n / 



= l-iF{P,Q) + I.^{P, Q)-\ 

quel que soit n. Il en résulte que 
F et ^ doivent être des fonctions 
linéaires homogènes de P et de Q; le 
distangle des deux droites est donc 
nécessairement de la forme : 

{aP+iq)^I{cP + dQ), 

a, h, G, d étant des constantes. Mais 
comme P est une longueur et Q un 
angle, l'expression aP + hQ n'a de 
sens que si a ou h est nul ; on devra 
donc poser par exemple 5 = et 
c = ; enfin on peut sans perte de 
généralité supposer a = 1 et d = 1 . 
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Ainsi étant données deux droites qui font entre elles un angle Q et dont la 
plus courte distance est P, on dira que ces deux droites font entre elles un dis- 
tangle égal à P+ Q.I.* On verra du reste que cette expression est bien celle 
qui correspond à la longueur d'un arc de grand cercle sur la sphère. 

La distance de deux points sur la Le distangle de deux droites a 

sphère a une infinité de valeurs com- une infinité de valeurs comprises dans 

prises dans la formule jp+ (g' + 2k7t)i, la formule : P + (Ç + 2Kn)l, où K 

où h est un entier quelconque, puis- est un entier quelconque, puisque 

que 2ni est la longueur totale d'un l'angle Q a une infinité de valeurs, 
grand cercle sur la sphère de rayon i. 

Définition du grand cercle : Sur la Définition de la congruence rec- 

sphère de rayon i on appelle grand tiligne : On appelera congruence recti- 

cercle tout cercle dont le rayon mesuré ligne ou recticongruence une congruence 

sur la sphère est égal à — - i . circulaire dont le rayon est égal à — /. 

Une recticongruence est donc le lieu des droites formant avec une droite 

fixe un distangle constant P + QI, égal à — - J, ce qui exige P = et Ç = -— ; 

donc toute droite rencontrant la droite fixe sous un angle droit fait partie du 
lieu ; cette droite fixe est d'ailleurs le pôle de la recticongruence. On voit aussi 
qu'une recticongruence est une congruence linéaire, car sa surface focale se com- 
pose 1° de la droite fixe, 2" de la droite de l'infini dans le plan directeur de la 
congruence. 

Deux points sont diamétralement Deux droites seront dites diamé- 

opposés sur la sphère de rayon ^^ lors- tràlement opposées lorsque leur dis- 
que leur distance est égale à ni. tangle P + QI=^ 'ni, c'est-à-dire lors- 
que P= et Q = 7t. 

Ainsi pour passer d'une droite AB à la droite diamétralement opposée, il 
suffit de retourner la droite AB bout pour bout, ce qui donne la droite BA . Il 
en résulte que lorsqu'on fixe une droite de l'espace, on fixe en même temps la 

* Comme P est une longueur et Q un angle, le principe d'homogénéité montre que le symbole I 
doit représenter une longueur, et comme i est le rayon de la sphère imaginaire on peut considérer I 
comme le rayon de courbure de l'espace réglé, c'est-à-dire comme une unité absolue de longueur. C'est 
cette unité absolue, qu'il est impossible de trouver, qui jouerait en géométrie un rôle analogue à celui 
de la quantité i ou -/ — 1 en algèbre. 
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droite diamétralement opposée ; toute congruence circulaire a donc deux pôles, 
qui sont diamétralement opposés. 

Deux points quelconques pris sur Deux droites quelconques déter- 

la sphère déterminent un grand cercle. minent une recticongruence. 

En effet pour déterminer une recticongruence, il suffit de déterminer son 
pôle : or ce pôle doit rencontrer à angle droit les deux droites données, il coïn- 
cide donc avec leur perpendiculaire commune. 

Il y a indétermination si les deux droites coïncident ou sont diamétralement 
opposées.* 

Deux grands cercles se coupent Deux recticongruences ont tou- 

toujours en deux points diamétrale- jours en commun la perpendiculaire 
ment opposés. commune à leurs pôles. 

Cette perpendiculaire pouvant être prise dans les deux sens, on peut dire 
que deux recticongruences se coupent suivant deux droites diamétralement 
opposées. 

Deux grands cercles déterminent Deux recticongruences détermin- 

un angle dièdre, angle qui est mesuré eut une grandeur (complexe) qu'on 
par la distance de leurs pôles divisée nommera codistangle et qui sera me- 
par le rayon i de la sphère. surée par le distangle de leurs pôles 

divisé par /. 

On dira que deux recticongruences sont perpendiculaires l'une sur l'autre 

lorsque leur codistangle est égal à — . Si donc P -\- QI est le distangle formé 

par les pôles des deux recticongruences, on devra avoir y— — ~~s > c'est-à- 

dire : P = et Q= -^- ; ainsi deux recticongruences sont perpendiculaires 

lorsque leurs pôles se rencontrent à angle droit. 

Il en résulte que pour mener par une droite A une recticongruence perpen- 
diculaire à une recticongruence X (donnée par son pôle), on construira la per- 
pendiculaire commune à la droite A et au pôle de X; cette perpendiculaire sera 
le pôle de la congruence cherchée. 

* Le cas où les deux droites seraient parallèles sera considéré plus loin. 
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Deux recticongruences perpendiculaires sur une troisième se rencontrent 
toujours au pôle de celle-ci ; lorsque deux recticongruences sont perpendiculaires, 
le pôle de l'une est sur l'autre ; trois recticongruences dont les pôles forment un 
trièdre trirectangle sont deux à deux perpendiculaires l'une sur l'autre et le pôle 
de l'une est la droite d'intersection des deux autres ; si trois droites forment un 
trièdre trirectangle, l'une quelconque d'entre elles est le pôle de la recticongru- 
ence passant par les deux autres, etc. 

Soit P + QI le distangle ,de deux droites A et B; décrivons autour de leur 
perpendiculaire commune un cylindre de révolution avec un rayon égal à l'unité 
et trapons sur ce cylindre une hélice rencontrant les droites A et B aux points 
a etb; si l'on désigne par p la longueur de l'arc d'hélice ab et par ^ l'angle sous 
lequel cette hélice coupe les génératrices, on a : p cos ^ = P et p sin ^ = Ç d'oii : 

P -f QI= p (cos ^ + 7sin ^) . 

On dira que p est le module et ^ l'argument du distangle des deux droites. 

Il est nécessaire de déterminer avec précision les signes de P et de Q. On 
considérera comme positif un certain sens de rotation autour de la perpendicu- 
laire commune aux deux droites A et B. Si l'on fait subir alors à la droite A 
un mouvement de torsion de manière à ce qu'elle vienne coïncider avec B , l'angle 
Q dont tourne la droite A sera compté positivement ou négativement suivant 
qu'il est décrit dans le sens positif ou dans le sens négatif. Le signe de Q étant 
ainsi déterminé, on donnera à P le même signe ou un signe contraire à celui de 
Q suivant que le mouvement de torsion est dextrogyre ou lévogyre. Avec ces 
conventions, les distangles formés par une droite de l'espace avec deux droites 
diamétralement opposées sont bien supplémentaires, car leur somme est égale 
à 7tl. 

Etant données deux droites A et B, si l'on divise leur plus courte distance 
P en deux parties égales, et que par le point ainsi obtenu on mène une droite 
G bissectant l'angle Q formé par les droites A et B, on a: distangle {A G) 

P O 

= distangle (GB)= -— - -|- -^ /. La droite G est donc la droite milieu du dis- 

tangle (AB) ; elle appartient bien du reste à la recticongruence (AB) . Comme 
l'angle Q a deux bissectrices et que chacune peut être prise dans les deux sens, 
les deux droites A et B possèdent quatre droites milieux différant entre elles 

d'un quadrant ( -s" -^j 5 cela tient à ce que les deux droites A et B représentent 
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en réalité quatre droites, puisque chacune d'elles peut être prise dans les deux 
sens. On peut donc former avec A et 5 quatre distangles différents, dont chacun 
a sa droite milieu. 

Trois recticongruences forment une figure qu'on nommera tridistangle ; cette 
figure a trois arêtes, qui sont les droites d'intersection des trois congruences, et 
possède six éléments, savoir: trois codistangles formés par les congruences et 
trois distangles déterminés par les arêtes. Les trois arêtes d'un tridistangle et 
les trois pôles des congruences qui en constituent les côtés forment un hexagone 
gauche tel que chacun de ses six côtés est la perpendiculaire commune aux deux 
côtés adjacents ; les trois pôles sont donc vis-à-vis des trois arêtes dans une posi- 
tion réciproque, c'est-à-dire que si l'on prend ces trois pôles (avec un sens con- 
venable) comme arêtes d'un nouveau tridistangle, les trois arêtes deviennent les 
pôles des côtés. Or cette permutation revient à remplacer chaque recticongru- 
ence par son pôle et chaque arête par la recticongruence dont elle est le pôle ; 
on dira donc que les deux tridistangles sont polaires l'un de l'autre. La théorie 
des tridistangles polaires est identique à celle des triangles sphériques polaires. 

Les généralités qui précèdent suffisent pour indiquer la nature de la corres- 
pondance que nous avons cherché à établir entre les droites de l'espace et les 
points d'une sphère imaginaire, et l'on peut dès à présent appliquer à l'espace 
réglé les principaux théorèmes de géométrie sphérique. Nous nous bornerons du 
reste aux théorèmes qui concernent plus spécialement l'étude du mouvement des 
corps solides. 

Le lieu des points de la sphère Le lieu des droites formant le 

équidistants de deux points donnés même distangle avec deux droites 
est le grand cercle perpendiculaire sur données A Qi B est une recticongru- 
le milieu de l'arc de grand cercle ence X passant par la droite milieu 
joignant les points donnés. du distangle {AB) et perpendiculaire 

à la recticongruence {AB) . 

Le pôle de la recticongruence X s'obtient en menant par le point milieu de 
la perpendiculaire commune aux droites A Qi B une droite normale au plan 
déterminé par cette perpendiculaire commune et la droite milieu du distangle 
{AB). 

Si par les points milieux des côtés Si par les droites milieux des 

d'un triangle sphérique, on élève des côtés d'un tridistangle, on élevé des 
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grands cercles perpendiculaires à ces 
côtés, les trois grands cercles ainsi 
obtenus concourent en un même point, 
qui est le pôle du petit cercle circon- 
scrit au triangle. 



recticongruences perpendiculaires à 
ces côtés, les trois congruences ainsi 
obtenues passent par une même droite, 
qui est le pôle de la congruence circu- 
laire circonscrite au -tridistangle. 



Ce théorème, qui résulte du précédent, montre que trois droites déterminent 
une congruence circulaire dont le pôle se trouve aisément. 

Deux tridistangles sont évidemment égaux (ou symétriques) lorsqu'ils ont 
soit leurs trois distangles, soit leurs trois codistangles égaux chacun à chacun. 
Le second cas se ramène au premier au moyen du tridistangle polaire. 

A toute figure sphérique de forme invariable correspond dans l'espace une 
figure composée de droites formant un système rigide, ou si l'on veut un corps 
solide ; donc pour fixer un corps solide il sufiit de fixer la position de deux de 
ses droites (non parallèles), puisque deux points déterminent la position d'une 
figure sphérique. On peut alors déduire le théorème fondamental de géométi'ie 
cinématique dans l'espace, du théorème qui lui correspond sur la sphère : 

Si une figure sphérique subit un dé- Si un corps solide subit un dé- 

placement quelconque sur la sphère, placement quelconque dans l'espace, 



on peut la faire passer de sa position 
initiale à sa position finale au moyen 
d'une seule rotation autour d'un cer- 
tain point pris comme pôle. Pendant 
la rotation tous les points de la figure 
décrivent des cercles concentriques 
dont le pôle commun est le centre de 
rotation. 



on peut le faire passer de sa position 
initiale à sa position finale au moyen 
d'une seule torsion autour d'une cer- 
taine droite fixe prise comme pôle. 
Pendant la torsion, toutes les droites 
invariablement reliées au solide décriv- 
ent des congruences circulaires con- 
centriques dont le pôle commun se 
nommera Vaxe de torsion. 



La démonstration de ce théorème est la même dans le cas de l'espace que 
dans celui de la sphère puisqu'elle n'implique que les théorèmes précédents, il est 
donc inutile de la reproduire, mais on peut remarquer que la construction ordi- 
naire du centre de rotation sur la sphère (ou dans le plan) conduit à une con- 
struction identique de l'axe de torsion dans l'espace : en effet, soient A et B deux 
droites quelconques du corps solide dans sa position initiale et A', B' les mêmes 
droites dans la position finale du corps (Fig. 1) ; par le point h , milieu de la plus 



Saussure : Etude de Gfêométrie Cinématique réglée. 313 

courte distance K des droites A et A' menons une droite M bissectant l'angle 




FiG. 1. 



(AA') et par le point l milieu de la plus courte distance L des droites B et B', 
menons une droite N bissectant l'angle {BB') ; puis par le point 7c élevons une 
droite R normale au plan (KM) et par le point l une droite iS normale au plan 
(LN) ; la perpendiculaire commune aux droites B et S sera l'axe de torsion 
cherché, car la droite est la droite d'intersection de deux recticongruences 
ayant respectivement pour pôles les droites R et S, c'est-à-dire de deux recticon- 
gruences respectivement perpendiculaires aux recticongruences (AA') et (BB') 
et passant par leurs droites milieux. 

Avant de continuer l'étude du mouvement des corps solides, il est nécessaire 
d'étudier la constitution d'une congruence dans le voisinage d'une de ses généra- 
trices et de la comparer à celle d'une courbe sphérique imaginaire dans le voi- 
sinage d'un de ses points. 

Sturm a montré que toutes les génératrices d'une congruence voisines d'une 
génératrice G rencontrent deux mêmes droites T et T', perpendiculaires à la 
droite G et passant par les foyers de cette droite. Or l'ensemble des droites de 
l'espace rencontrant les deux droites T et T' forment une congruence linéaire 
qui contiendra la génératrice G ainsi que toutes les génératrices voisines, de la 
congruence ( C) ; on peut donc dire que la congruence linéaire des droites qui 
s'appuient sur T et T' est la congruence linéaire tangente à la congruence (G) 
le long de la droite G. Si maintenant l'on fait tourner les droites T et T' d'un 
angle droit autour de la génératrice G, on obtient deux nouvelles droites JV et N' 
qui déterminent une congruence linéaire identique à la précédente et qu'on peut 
appeler la congruence linéaire normale à la congruence (G) le long de la droite 
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G* Les droites N et N' passent par les foyers de la génératrice G et sont 
respectivement normales aux deux nappes de la surface focale de la congru- 
ence (G). 

A toute congruence de droites dans l'espace correspond sur la sphère imagi- 
naire une congruence de points, c'est-à-dire une double infinité de points, mais 
ces points ne forment pas en général une courbe sphérique proprement dite. Par 
analogie avec les courbes planes imaginaires, on dira qu'une courbe sphérique est 
analytique si elle admet en chaque point un grand cercle tangent bien déterminé. 
Il en résulte qu'aux courbes analytiques de la sphère correspondent dans l'espace 
les congruences qui admettent une recticongruence tangente pour chacune de 
leurs génératrices ; les congruences jouissant de cette propriété seront appelées 
congruences analytiques. 

Pour qu'une congruence (G) soit analytique, il faut et il suffit que la con- 
gruence linéaire tangente le long d'une génératrice quelconque G soit une recti- 
congruence, c'est-à-dire que les deux droites Tet T' soient rectangulaires et que 
l'une d'elles T' soit à l'infini. Or, pour que cela ait lieu, il faut : r) que la 
congruence {G) soit une congruence de normales à une surface S, car alors les 
plans focaux {GT) et {GT) sont rectangulaires; 2°) que la surface S soit une 
surface développable, car alors une des centres de courbure principaux de S est 
toujours à l'infini et comme ce centre de courbure est précisément un des foyers 
de la droite G, la droite T' qui passe par ce foyer sera toute entière à l'infini. 
En résumé : toute congruence analytique est une congruence de normales à une sur- 
face développable et réciproquement. 

Tout plan normal à la surface développable S et passant par une de ses 
génératrices contient une infinité de droites normales à ^S' et qui sont toutes 
parallèles entre elles ; si l'on appelle plan réglé l'ensemble des droites d'un plan 
parallèles à une direction donnée dans ce plan, on peut dire que toute congruence 
analytique {G) se compose d'une série de plans réglés normaux à une surface 
développable S. L'enveloppe de ces plans normaux est une autre surface dével- 
oppable (2), qui forme l'une des nappes de la surface focale de la congruence 
(G). D'ailleurs l'autre nappe est une courbe rejetée à l'infini, puisque chaque 



*0n voit qu'une congruence, son élément linéaire tangent et son élément linéaire normal sont tous 
trois de même nature, ce qui montre une fois de plus la différence qui existe entre la constitution d'une 
congruence de droites et celle d'une surface de points. D'un autre côté, en chaque point d'une courbe 
imaginaire tracée sur une surface l'élément tangent et l'élément normal sont bien de même nature que 
la courbe elle-même. 
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génératrice a un de ses foyers a l'infini et que toutes les génératrices situées dans 
un même plan réglé ont même point à l'infini ; ceci revient à dire que toute con- 
gruence analytique admet un cône directeur. Si l'on fait rouler un plan réglé P 
sur une surface développable (2), les réglures du plan P resteront normales à 
une autre surface développable S, c'est-à-dire qu'elles engendreront une congru- 
ence analytique ; le plan réglé peut du reste, pendant ce roulement, glisser sur 
lui-même d'un mouvement quelconque de translation sans cesser d'engendrer la 
même congruence, car les réglures du plan P restent les mêmes tant que ce plan 
ne tourne pas sur lui-même. On dira donc pour abréger que le plan P roule sur 
(2) en glissant parallèlement. 

Si le glissement est fonction du roulement, chaque réglure du plan P décrira 
dans la congruence une certaine surface réglée dépendant de la fonction donnée. 
En particulier, s'il y a glissement sans roulement, la surface réglée engendrée 
sera le plan P lui-même, tandis que s'il y a roulement sans glissement, chaque 
réglure engendre une surface développable dont l'arête de rebroussement est sur 
(2) ; on connaît donc les deux systèmes de développables de la congruence 
analytique. 

Pour définir une congruence analytique (C), il suffit de se donner sa dével- 
oppable focale (2) et la direction G des réglures d'un plan P tangent à cette 
surface focale, (Fig. 2). La droite 2 représente la génératrice de la surface (2), 
c'est-à-dire la caractéristique du plan P. Pour avoir le pôle de la recticon- 
gruence tangente à la congruence [G) le long de la droite G, on mènera dans le 
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Fig. 3. 

plan P une droite T perpendiculaire a C et passant par le point F, où la droite 
G touche la surface focale. Le pôle de la recticongruence normale à la congru- 
ence {G) le long de la génératrice G est la droite N normale à la surface (2) au 
point F\ les trois droites G, T et iV forment un trièdre trirectangle. 
41 



316 Saussure : Etude de Géométrie Oinèmatiqiie réglée. 

Les congruences circulaires sont des congruences analytiques, dont la dével- 
oppable focale (2) est un cylindre de révolution. Il en résulte que toutes les 
recticongruences normales sont des rayons, car les normales N rencontrent toutes 
l'axe du cylindre à angle droit ; donc dans une congruence circulaire, la tangente 
est perpendiculaire au rayon. 

La congruence ((7) et sa recticongruence tangente T ont en commun tout 
le plan réglé P, mais il n'y a contact que pour la droite C; les congruences 
analytiques occuppent donc parmi les congruences une place analogue à celle des 
surfaces réglées parmi les surfaces, en ce sens que le plan tangent à une surface 
réglée a en commun avec la surface tous les points d'une génératrice, quoiqu'il 
n'y ait contact qu'en un seul de ces points. 

Deux congruences analytiques [G) et (C) ayant une génératrice commune 
D, sont tangentes entre elles lorsqu'elles ont même recticongruence tangente le 
long de D. Dans ce cas, les surfaces focales (2) et (2') des deux congruences 
sont tangentes entre elles au foyer de la droite D, sans pour cela avoir de géné- 
ratrice commune ; toutes les droites parallèles à D, qui se trouvent dans le plan 
tangent commun aux surfaces focales, appartiennent aux deux congruences,* 
mais il n'y a contact que pour la droite D. 

Etant donnée une congruence analytique {C), toute congruence circulaire 
qui lui est tangente le long d'une de ses génératrices G (Fig. 2) aura son pôle sur 
la recticongruence iV^ normale à ((7), car la surface focale de cette congruence 
circulaire est un cylindre de révolution tangent en F à la surface développable 
(2) , en d'autres termes l'axe de ce cylindre rencontre à angle droit la normale 
N. Or, parmi tous les cylindres de révolution tangents en jP à la surface 2, il 
en est un de remarquable : en effet, Meusrier a montré qu'il existe en chaque 
point d'une surface quelconque, deux tores osculateurs dont les axes sont des 
droites parallèles au plan tangent, situées dans les plans principaux et passant 
par les centres de courbure principaux de la surface ; or dans le cas oii celle-ci 
est une surface développable (2) un de ces axes est à l'infini de sorte que les 
deux tores osculateurs dégénèrent en un même cylindre de révolution osculateur ; 
l'axe de ce cylindre est donc une droite K parallèle à la génératrice 2 et passant 
par le centre de courbure principal H de la développable. La congruence circu- 

* On voit maintenant le rôle particulier que jouent les droites parallèles et pourquoi dans les 
théorèmes précédents concernant un système de deux droites on doit toujours exclure le cas où les 
droites seraient parallèles. 



Saussure : Etude de Géométrie Ginématique réglée. 317 

laire ayant pour pôle la droite ^et passant par la droite G sera appelée congru- 
ence circulaire osculatrice de la congruence (G). La droite K est donc l'axe de 
courbure et le distangle (KG) le rayon de courbure de la congruence (G). 

Deux congruences analytiques sont dites polaires réciproques lorsque les 
génératrices de l'une sont les pôles des recticongruences tangentes à l'autre. 
D'après cette définition, la congruence (G) lieu des droites G de la Fig. (2) a 
pour congruence polaire la congruence (T) lieu des droites T; les congruences 
(G) et (T) sont évidemment réciproques. On voit de plus que deux congruences 
polaires ont la même surface focale (2) et ne diffèrent que par la direction des 
réglures du plan générateur P. Comme les droites Cet 7' se correspondent une 
à une, à toute surface réglée de la congruence (G) correspondra une surface 
réglée polaire dans la congruence (T) ; ces surfaces polaires sont précisément les 
surfaces qui ont été considérées par Bour puis par Chasles sous le nom de sur- 
faces réciproques, en effet les génératrices de l'une sont les perpendiculaires 
communes aux génératrices consécutives de l'autre, puisque la droite T par 
exemple rencontre à angle droit toutes les génératrices de la congruence (G) 
voisines de la droite G. En général, étant donné un nombre fini ou infini de 
droites, en prenant les perpendiculaires communes à deux droites consécutives, 
on obtient un nombre égal de droites formant la figure polaire réciproque de la 
figure donnée. 

On dira qu'une congruence {K) est la développée d'une congruence (C) 
lorsque les recticongruences tangentes à (K) sont normales à J^C) ; réciproque- 
ment (G) est une développante de (K). Soit comme précédemment (2) la surface 
focale de (G) (Fig. 2), les droites N normales à (2) sont les pôles des recticon- 
gruences normales à (G) et par conséquent des recticongruences tangentes à la 
développée de (G), donc cette développée est la congruence polaire de la congru- 
ence des normales à la surface (2); cette surface étant développable, ses nor- 
males N forment une congruence analytique, c'est-à-dire une série de plans Q 
normaux à (2) et réglés parallèlement à W; tous ces plans normaux enveloppent 
une nouvelle surface développable {%) dont la génératrice % passe par le centre 
de courbure principal H, on obtiendra donc la congruence polaire de la congru- 
ence (N) en menant par chaque point H une droite K perpendiculaire à la droite 
^et située dans le plan Q; or la droite K ainsi obtenue est précisément l'axe de 
courbure de la congruence (G), donc la développée d'une congruence analytique 
est le lieu de ses axes de courbure. On remarquera que les droites K, N, % et 
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le plan Q jouent vis-à-vis de la congruence {K) le même rôle que les droites 
C, T, 2 et le plan P vis-à-vis de la congruence {G). Dans le cas d'une congru- 
ence circulaire, la développée se réduit à une droite qui est le pôle de la con- 
gruence. 

Lorsqu'une congruence analytique se déplace dans l'espace réglé, de telle 
manière que sa position dépende d'un paramètre (complexe), le lieu des droites 
d'intersection de deux positions infiniment voisines de la congruence est la con- 
gruence enveloppe de la congruence mobile. Ainsi par exemple, l'enveloppe 
d'une recticongruence mobile sera le lieu des perpendiculaires communes à deux 
positions consécutives du pôle de la recticongruence ; si ce pôle décrit une con- 
gruence analytique, cette enveloppe en sera la congruence polaire. On voit 
d'après cela que la développée d'une congruence analytique est aussi l'enveloppe 
de ses normales. 

On appelera arc élémentaire d'une congruence le distangle formé par deux 
génératrices infiniment voisines. Soient G et D deux génératrices quelconques 
d'une congruence analytique ; il existe une infinité de surfaces réglées appar- 
tenant à la congruence et passant par les droites G et D; les génératrices con- 
sécutives de chacune de ces surfaces forment une série d'arcs élémentaires entre 
GetD; or la somme de ces arcs élémentaires est indépendante de la surface 
réglée qui mène de G à, D; c'est cette somme qui ne dépend que de ses deux 
limites qu'on appelera Varc de la congruence entre les droites G et D ou simple- 
ment l'arc GD. Pour montrer que l'arc est indépendant de la surface réglée qui 
sert à le mesurer, considérons la congruence comme engendrée par un plan réglé 
P qui dans sa position initiale passe par la droite G ; lorsque ce plan l'oule et 
glisse parallèlement sur la surface focale (2) , la droite G engendre dans la con- 
gruence une surface réglée qui dépend de la loi reliant le glissement au roule- 
ment ; en particulier, si le plan P glisse sans rouler, la droite G se meut parallèle- 
ment à elle-même dans le plan P ; elle engendre donc une série de distangles 
élémentaires c? £7"+ /.c? F pour lesquels c?F=0; la somme de ces distangles est 

donc I dU = U ; si au contraire, le plan P roule sans glisser, la droite G 

engendre une surface développable, c'est-à-dire une série de distangles élémen- 
taires dU+ I.dV Y>o\xr lesquels on a constamment dU= 0, puisque la plus courte 
distance entre deux génératrices consécutives de la développable est nulle ; la 

somme de ces distangles est donc / I.dV=I j dV=^I.V, Par suite, si le plan 
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P roule et glisse en même temps, la somme des distangles ou arcs élémentaii^es 
décrits par la droite G sera f7+ /.F, f7 étant le distangle dû au glissement total 
et /. F le distangle dû au roulement total ; l'arc JJ-\- 1. F ne dépend donc que du 
mouvement total, c'est-à-dire des deux droites G et D qui forment ses extrémités. 
Le distangle (GD) forme la cord^ de l'arc {GD); lorsque l'arc coïncide avec 
sa corde la congruence ne peut être qu'une recticongruence. 

11°. — Principes de géométrie cinématique de Vespace réglé. 

Etant données deux positions arbitraires d'un corps solide, on a vu qu'on 
peut faire passer le corps de la première position à la seconde par un simple 
mouvement de torsion autour d'une droite fixe. Si les deux positions du corps 
sont infiniment voisines, la torsion n'a plus qu'un seul degré de liberté et peut 
être considérée comme un déplacement hélicoïdal élémentaire autour d'une droite 
fixe A. On peut donc décomposer le mouvement continu d'un corps solide en 
une série de déplacements hélicoïdaux élémentaires ; le lieu des axes A de ces 
déplacements est une surface réglée soit dans le corps soit dans l'espace fixe ; ces 
deux surfaces réglées se raccordent constamment le long de la droite A corres- 
pondante, de sorte que le mouvement du solide équivaut à un roulement continu 
de la première surface réglée sur la seconde, ce roulement étant accompagné à 
chaque instant d'un glissement suivant la génératrice de contact A. C'est ce 
roulement de deux surfaces réglées qui se raccordent, et qui glissent suivant leur 
droite de contact que Reuleaux a appelé viration des surfaces réglées. Lorsque 
le glissement est constamment nul, la viration est un simple roulement, qui n'est 
possible d'ailleurs que si les deux surfaces réglées sont applicables l'une sur 
l'autre. 

Lorsque deux congruences (G) et {G') sont tangentes entre elles le long 
d'une droite A, toutes les surfaces réglées de (G) passant par A se raccordent 
chacune à chacune avec les surfaces réglées correspondantes de (G'); en effet, si 
l'on prend un point m quelconque sur A et une surface réglée particulière de la 
congruence (G), on trouvera toujours dans la congruence (G') une surface 
tangente à la première au point m, et comme ces deux surfaces sont aussi tan- 
gentes entre elles aux foyers de la génératrice A, elles se raccordent. On peut 
donc faire virer toute surface réglée de (G) sur la surface réglée qui lui corres- 
pond dans (G') et si l'on suppose que la congruence (C) est entraînée toute entière 
dans chacune de ces virations, on aura défini un mouvement à deux degrés de 
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liberté qu'on appelera par extension la viration de la congruence mobile (C) sur 
la congruence fixe {O'). Les congruences {G) et (C) restent constamment tan- 
gentes et leur viration se compose d'une succession de torsions élémentaires 
autour de leur droite de contact, de même que le roulement des courbes 
sphériques se compose d'une série de rotations élémentaires autour de leur point 
de contact. 

Pour que le mouvement soit défini, il faut que la congruence mobile reprenne 
la même position toutes les fois que la droite de contact redevient la même ; dans 
ce cas, les congruences ((7) et {G') seront dites applicahles l'une sur l'autre. 
Deux congruences analytiques quelconques sont toujours applicables l'une sur 
l'autre, car si on les fait virer l'une sur l'autre de manière que A soit la droite 
de contact dans leur position initiale et Aj la droite de contact dans leur position 
finale, cette position finale sera la même quelles que soient les surfaces réglées 
ayant servi de base à la viration puisque la valeur de l'arc (AAj) est indépen- 
dante de la surface sur laquelle on le mesure. 

Lorsque deux congruences analytiques virent l'une sur l'autre, toute droite 
de l'espace décrit une congruence trajectoire qui est analytique et la recticongru- 
ence normale à cette trajectoire passe à chaque instant par la droite de contact 
des deux congruences ; en effet la viration se compose d'une succession de tor- 
sions élémentaires, qui font décrire à la droite entraînée des éléments de congru- 
ence circulaire autour de la droite de contact ; cette dernière droite est ainsi à 
chaque instant Vaxe instantané de torsion. En particulier, lorsqu'une recticongru- 
ence (iV) (Fig. 2) vire sur une congruence analytique [K), toute droite C appar- 
tenant à {N) engendre une congruence (C) à laquelle {N) est constamment 
normale ; or {N) reste tangent à {K) donc ( G) est une développante de {K) . 
Comme la recticongruence {N) contient une double infinité de droites, on voit 
que toute congruence analytique a une double infinité de développantes ; toutes 
ces développantes sont des congruences parallèles, car elles interceptent partout 
le même distangle sur leur normale commune ; réciproquement des congruences 
parallèles ont la même développée. 

Mouvement à deux degrés de liberté : Considérons un corps solide dont deux 
droites ^ et ^ (non parallèles) sont assujetties à décrire respectivement deux 
congruences analytiques ( J.) et (B). Le distangle (Ji-B) formé par ces droites 
reste invariable ; par suite, étant donnée une position particulière de la droite A , 
on obtient la position correspondante de la droite B en prenant l'intersection de 
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la congruence trajectoire de B avec une congruence circulaire décrite autour de 
A comme pôle avec un rayon égal au distangle {AB) . 

Si l'on mène par deux droites correspondantes A ei B des recticongruences 
normales à leurs congruences trajectoires, ces normales se coupent suivant une 
droite A; d'après ce qui a été dit, la congruence circulaire décrite autour de A 
comme pôle et passant par la droite A est tangente à la congruence {A), de même 
la congruence circulaire décrite autour de A et passant par B est tangente à [B). 
On peut donc pendant un temps très-court remplacer les congruences {A) et 
{B) par ces congruences circulaires tangentes, c'est-à-dire que le mouvement 
élémentaire à deux degrés de liberté que peut prendre le solide à partir de la 
position AB est une torsion élémentaire autour de la di'oite A ; cette droite est 
l'axe instantané de torsion. Il en résulte: 1°) que pendant un temps infiniment 
court, toute droite D de l'espace décrit un élément de congruence circulaire 
autour de la droite A, c'est-à-dire que la recticongruence normale à la trajectoire 
de la droite D passe par l'axe instantané de torsion A et que la per-pendiculaire 
commune à Z) et à A rencontre D en son foyer ; 2°) que le lieu des droites A est 
une congruence (évidemment analytique) soit dans l'espace mobile soit dans 
l'espace fixe et que par suite le mouvement à deux degrés de liberté du corps 
solide, tel qu'il a été défini, peut être produit par la viration d'une congruence 
analytique ((7) sur une autre congruence de même nature (0"). 

On voit que lorsque deux droites décrivent des congruences analytiques, il 
en est de même de toute autre droite ; on dira dans ce cas que le mouvement esl 
analytique. Si une congruence analytique M est entraînée dans le mouvement, 
elle enveloppera une certaine congruence et il est clair que les droites de contacl 
de i/avec son enveloppe s'obtiendront en menant par l'axe instantané de torsior 
des recticongruences normales à M. Il en résulte que des congruences parallèles 
ont pour enveloppe des congruences parallèles. 

Tout ce qui précède montre que le mouvement analytique à deux degrés dt 
liberté dans l'espace est ce qui correspond au mouvement le plus général d'unt 
figure sphérique sur sa propre sphère, de sorte qu'on pourra utiliser cette corres 
pondance pour résoudre des problèmes relatifs au mouvement dans l'espace qu'i 
serait souvent difiicile de résoudre directement. Tel est le problème qui consist( 
à trouver l'axe de courbure de la congruence trajectoire décrite par une droite i 
quelconque de l'espace lorsqu'une congruence {0) vire sur une congruence {G') 
Les congruences (C) et ((7') étant analytiques, on peut traduire dans l'espac* 
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réglé la construction géométrique de Savary qui donne le centre de courbure de 
la trajectoire d'un point dans le mouvement plan ou sphérique ; donc, si A 
désigne la droite de contact des congruences ((7) et {G') et si ^et K' désignent 
les axes de courbure de ces congruences, on élèvera par la droite A une recticon- 
gruence perpendiculaire à la recticongruence (-Ë^A) , qui rencontrera la recticongru- 
ence {EK) suivant une certaine droite N] l'axe de courbure cherché sera alors 
la droite d'intersection des recticongruences (.E'A) et {NK') . La solution de ce 
problème n'exige, comme on le voit, que la construction d'un certain nombre 
de perpendiculaires communes à deux droites.* 

De même, pour trouver l'axe de courbure de la congruence enveloppe d'une 
congruence analytique / entrainée dans le mouvement, on opérera comme s'il 
s'agissait d'un mouvement sphérique, en remarquant que l'axe de courbure de 
l'enveloppe de / est le même que celui de la congruence décrite par l'axe de 
courbure de I; on est donc ramené au problème précédent. 

On peut citer comme exemple de mouvements analytiques les mouvements 
réalisés par certains systèmes articulés. On entend par articulation une char- 
nière réunissant deux corps solides de telle manière que les deux corps puissent 
non-seulement tourner autour de l'axe de la charnière, mais aussi glisser l'un par 
rapport à l'autre le long de cet axe ; il en résulte que lorsqu'un corps est articulé 
sur un autre, les droites du premier corps ne peuvent plus décrire par rapport 
au second que des congruences circulaires autour de la charnière. Quatre corps 
solides étant articulés deux à deux au moyen de quatre charnières, dont les axes 
sont quatre droites quelconques A, B, G, D, si l'on fixe la position de deux 
axes adjacents tels que A et B, les deux autres axes G et D sont assujettis à 
décrire des congruences circulaires, par suite toute droite M reliée au corps 
solide {GD) décrira une congruence analytique, c'est-à-dire que le mouvement 
sera analytique. La normale à la congruence (M) est d'ailleurs la recticon- 
gruence joignant la droite ilf à la droite d'intersection des recticongruences {AG) 
et{BD). 

Les mouvements analytiques, les seuls que nous ayons considérés jusqu'ici ; 
sont des cas particuliers du mouvement le plus général à deux degrés de liberté. 
Dans le cas général, les droites du corps en mouvement décrivent des congru- 
ences quelconques, mais le mouvement peut toujours être défini au moyen de 

* La construction précédente n'a pas encore été démontrée directement dans l'espace et il est à 
désirer que son exactitude soit confirmée par un procédé direct. 
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deux congruences que sont assujetties à décrire deux droites particulières A et 
B .* Or la congruence {A) trajectoire de la droite A admet le long de cette 
droite une congruence linéaire normale dont les deux directrices N et N' sont, 
comme on l'a vu, les normales à la surface focale de {A) passant par les foyers 
de la génératrice A ; la congruence {B) admet de même une congruence linéaire 
normale dont nous désignerons les directrices par P et P' ; ces deux congruences 
linéaires se coupent suivant deux droites A et Z> qui s'appuient sur les quatre 
directrices N, N', P, P'. Or toute rotation élémentaire du corps solide effectuée 
soit autour de D, soit autour de A, a pour effet de déplacer à la fois la droite A 
dans la congruence {A) et la droite B dans la congruence {B) : car une telle 
rotation ne peut déplacer chaque foyer de la droite A par exemple que dans le 
plan normal à la directrice correspondante, N ou N' (puisque cette directrice 
rencontre les deux axes de rotation) ; mais ce plan normal est le plan tangent à 
la surface focale de {A), donc la droite A reste bien bitangente à cette surface 
focale pendant la double rotation. On prouvera de même que la droite B se 
déplace dans la congruence {B). En résumé, tout mouvement élémentaire du 
solide compatible avec les liaisons peut être produit par une double rotation 
autour des droites Z> et A . 

Dès lors, si M est une droite quelconque du corps solide, sa congruence 
trajectoire se confond dans le voisinage de M avec la congruence que l'on obtien- 
drait en faisant tourner la droite M simultanément autour de Z) et A de toutes 
les manières possibles. Une pareille congruence ne diffère d'une congruence 
circulaire qu'en ce que ses deux pôles Z) et A sont à distance finie tandis que 
pour la congruence circulaire une des deux droites P et A est à l'infini dans un 
plan perpendiculaire à l'autre ; aussi les propriétés de ces deux sortes de congru- 
ences sont-elles analogues en particulier les normales à ces congruences passent 
toutes par leurs pôles P et A ; par suite la normale à la congruence trajectoire 
de la droite Jf passera aussi par P et A, c'est-à-dire que dans le mouvement le 
plus général à deux degrés de liberté, les congruences linéaires normales aux 
trajectoires de toutes les droites de l'espace ont pour intersection commune les 
deux droites P et A .f 



*Cela revient à assujettir chacune des droites ^ et B à rester tangente à deux surfaces données. 

tCes droites sont évidemment les mêmes que les droites D et A qui résultent du théorème de 
Schoenemann-Mannheim, lorsque le mouvement est défiai au moyen des surfaces trajectoires que 
quatre points du corps solide doivent décrire. 
42 



324 Saussure : Etvde de Géométrie Ginématique réglée. 

Si l'ou construit les droites Z) et A pour toutes les positions du corps solide, 
les droites D formeront une congruence et les droites A en formeront une autre, 
de sorte que le lieu de la droite D (ou A) est une congruence, soit dans l'espace 
fixe soit dans le corps solide. On pourrait donc considérer le mouvement le plus 
général à deux degrés de liberté comme produit par une sorte de viration des 
deux congruences lieux de la droite D (ou de la droite A) dans l'espace fixe et 
dans l'espace mobile. 

Comme ces congruences doivent reprendre la même position toutes les fois 
que le corps solide revient lui-même à la même position, elles doivent être appli- 
cables l'une sur l'autre. 

Mouvement h, un seul degré de liberté : Contrairement à ce qui a lieu pour le 
mouvement à deux degrés de liberté, le mouvement le plus général d'un corps 
solide qui ne possède qu'un degré de liberté est toujours un mouvement ana- 
lytique. Ceci est une conséquence du théorème suivant : étant donnée une 
surface réglée quelconque il existe toujours une congruence analytique et une 
seule contenant la surface donnée. 

En effet, considérons une congruence (G) engendrée par un plan réglé P 
qui roule sur une surface développable (2) (Fig. 2). Comme la droite T est 
perpendiculaire commune à toutes les génératrices de la congruence voisines de la 
droite G, le point i^est le point central de toutes les surfaces réglées qui passent 
par G et qui appartiennent à la congruence, c'est-à-dire que la surface focale (S) 
est le lieu des lignes de striction de toutes les surfaces réglées de (<7). Comme 
de plus les génératrices de (G) sont tangentes à (2), tous les plans centraux de 
ces surfaces réglées sont aussi tangents à (2). Dès lors il suffit d'une seule 
surface réglée S pour déterminer complètement une congruence analytique, car 
la surface focale (2) de cette congruence est l'enveloppe des plans centraux de la 
surface S et la direction des réglures du plan P tangent à (2) est la même que 
celle de la génératrice de S qui se trouve dans le plan P considéré. 

Ceci posé, on voit immédiatement que tout mouvement à un degré de liberté 
est analytique, car un tel mouvement peut toujours être produit par la viration 
d'une certaine surface réglée /S' sur une autre surface réglée jS' ; soient (G) et {G') 
les congruences analytiques contenant respectivement S et S', la viration de S 
sur /S" fait partie de la viration de ( G) sur ( G') , on peut donc considérer tout 
mouvement à un degré de liberté comme faisant partie d'un mouvement 
analytique à deux degrés de liberté et cela n'est possible que d'une seule 
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manière. L'étude des mouvements à un degré de liberté est donc ramenée à 
l'étude des mouvements analytiques, et c'est ce qui fait l'importance de ceux-ci. 
En effet, quoique les mouvements à un degré de liberté soient les seuls réalisables, 
ces mouvements considérés en eux-mêmes ne sont pas susceptibles d'une théorie 
géométrique complète : car pour définir la position d'un solide, il faut définir 
celle de deux droites d'ailleurs quelconques, invariablement reliées au corps, 
mais pour définir un mouvement arbitraire du solide, on ne peut pas se donner 
arbitrairement deux surfaces réglées et astreindre les deux droites à les décrire, 
car ces deux surfaces doivent satisfaire à certaines conditions. Il en serait 
encore de même si l'on définissait la position du solide au moyen de trois points, 
car ces trois points ne peuvent pas décrire trois courbes trajectoires données 
arbitrairement. De là un défaut de généralité dans les lois du mouvement, qui 
ne disparaît que lorsqu'on donne deux degrés de liberté au corps solide ; d'autre 
part, pour que l'on puisse déduire la théorie du mouvement ordinaire de celle 
du mouvement à deux degrés de liberté, il faut qu'à tout mouvement de la pre- 
mière espèce ne corresponde qu'un mouvement bien déterminé de la seconde et 
dont le premier fasse partie. 

Les mouvements analytiques sont les seuls qui remplissent ces conditions, 
et comme tout mouvement de cette nature revient à la viration de deux con- 
gruences analytiques l'une sur l'autre, il est nécessaire de se rendre compte de 
la manière dont cette viration a lieu. On peut définir la viration des congruences, 
comme le roulement des courbes, en remarquant qu'une des congruences se 
déplace en restant tangente à l'autre, de telle sorte que les arcs qui ont subi le 
contact restent constamment égaux entre eux. 

Lorsqu'une congruence analytique vire sur une autre, on peut à chaque 
instant remplacer chacune des congruences par la congruence circulaire oscula- 
trice, sans altérer le mouvement de viration. On peut donc prendre comme type 
du mouvement de viration, le mouvement produit par une congruence circulaire 
( G) qui vire sur une autre congruence circulaire ( G) ; toute droite de la congru- 
ence mobile (G) engendre une congruence qui sera dite êpicycloidale ; si la con- 
gruence {G) est une recticongruence Tce qui a lieu lorsque son rayon est égal à 
-^j") les génératrices de {G) décrivent des développantes de la congruence cir- 

culaire (C); si au contraire la congruence {G) est une recticongruence, on dira 
que toute droite de {G) décrit une congruence cycTmdah. 
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Soit r + s/le rayon de la congruence {O), r' + s' I celui de (C) ; dans leur 
position initiale les deux congruences sont tangentes le long d'une droite A dont 
le foyer est JP(Fig. 3), c'est-à-dire que le cylindre (2) de rayon r qui forme la 
surface focale de (C) est tangent en F au cylindre (S') de rayon r' qui forme la 
surface focale de ( G') ; de plus le plan tangent commun aux deux cylindres 
contient A et touche ces cylindres suivant deux droites 2 et 2' qui passent par 
le point F et font respectivement avec A les angles donnés s et s'. Le plan P 
réglé parallèlement à A est commun aux deux congruences circulaires. 

La viration élémentaire de (C) sur (C) consiste en une torsion infiniment 
petite autour de la droite A ; parmi tous les déplacements hélicoïdaux qui font 
partie de cette torsion, il y en a un qui consiste en un simple glissement 
le long de A et un autre qui consiste en une simple rotation autour de A; 




FiG. 3. 



tous les autres déplacements ne sont que des combinaisons de ces deux 
déplacements particuliers. Il en résulte que parmi les surfaces réglées de (C) et 
de ( G') qui virent l'une sur l'autre à partir de la position initiale A , il en existe 
toujours une paire qui glissent l'une sur l'autre sans rouler et une autre paire 
qui roulent l'une sur l'autre sans glisser ; de plus la viration de toutes les autres 
paires de surfaces réglées qui se raccordent le long de A, n'est qu'une combinai- 
son de ces deux virations particulières. Supposons donc que la congruence ( G) 
glisse le long de la droite A sans rouler ; le cylindre (2) entraîné dans le mouve- 
ment glisse sans rouler sur le plan P et sa droite de contact 2 se déplace 
parallèlement à elle-même tandis que la droite 2' reste fixe ; le point F se déplace 
donc sur 2', c'est-à-dire que les congruences (C) et {G') admettent successive- 
ment pour droite de contact les différentes réglures du plan P. Ainsi lorsque 
deux congruences analytiques glissent l'une sur l'autre sans rouler, les surfaces 
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qui subissent le glissement sont toujours des plans réglés pour chacune des con- 

gruences ; ce glissement a lieu parallèlement aux réglures A , de sorte qu'il fait 

décrire à toute droite de l'espace un plan parallèle à A. 

Considérons maintenant le roulement sans glissement de {G) sur (C): ce 

roulement se compose de rotations élémentaires de la congruence {G) autour de 

la droite de contact A . Les trois droites A , X et 2' étant concourantes et 

situées dans un même plan, on peut décomposer la rotation élémentaire autour 

de A en deux autres rotations, l'une dd autour de 2, l'autre da' autour de 2', 

telles que, 

da sin s' 



da' sin s 



= constante. 



Or la rotation da peut être considérée comme un roulement élémentaire du 
cylindre (2) sur le plan P et la rotation da' comme un roulement élémentaire du 
plan P sur le cylindre (2'), et comme ces deux roulements doivent rester pro- 
portionnels, on voit que le cylindre mobile roule sans glissement sur le cylindre 
fixe, de telle manière qu'une certaine hélice h tracée sur (2) vienne rouler sur 
une certaine hélice Jt! tracée sur (2') • Pour déterminer ces hélices, on remarque 
que leur développement sur le plan P est une même droite L qui est tangente 
aux deux hélices ; soient v eix/ les angles compris entre la droite L et les généra- 
trices 2 et 2' : au bout d'un temps infiniment court les génératrices de contact 
du plan P avec les cylindres sont deux nouvelles droites 2i et 2i , respectivement 
parallèles à 2 et 2' et se coupant en un point F^ situé sur la droite i ; on a donc 

dans le triangle OFF-, : -==. = -: ; , de plus la distance des parallèles 2 et 2i 

OFi sin «' ^ 

est rda et la distance des parallèles 2' et 2i est de même r'da', or ces distances 

sont proportionnelles à Oi^'et OF^, on a donc finalement: 

sin V rda _ r sin s' 

sin v' r'da' ~~ r' sin s 

Cette relation détermine la droite L et par suite les hélices h et h'. On peut 
remarquer que ces hélices roulent l'une sur l'autre de telle manière que leurs 
plans osculateurs coïncident constamment au point de contact F] ce plan oscula- 
teur commun est le plan mené par L normalement au plan P. L'angle compris 
entre les droites A et Z est constant, car cet angle est égal à v' + s/ ; la droite 
L restant tangente aux hélices h et h', le lieu de la droite A est un hélicoïde 
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réglé soit dans la congruence mobile soit dans la congruence fixe ; ainsi lorsque 
( G) roule sur ( G') sans glisser, les surfaces qui subissent le roulement sont des 
hélicoïdes réglés dont les lignes de striction sont des hélices tracées sur (2) et (2'). 

Donc étant données deux congruences circulaires quelconques, on voit que 
chacune contiendra un système d'hélicoïdes, tel que tout hélicoïde appartenant au 
système de la première congruence est applicable sur Fhélicoïde correspondant 
dans la seconde congruence. 

On obtiendra maintenant tous les déplacements qui font partie de la vira- 
tion de {G) sur {G') en combinant de toutes les manières possibles les deux 
déplacements particuliers de translation et de roulement que l'on vient d'étudier : 
le cylindre (2) roulera alors sur le cylindre (2') tout en glissant à chaque instant 
dans la direction de la droite de contact A ; le lieu des points de contact des 
deux cylindres sera alors une courbe quelconque variant avec la loi qui fait 
dépendre le glissement du roulement. On voit encore ici que la position finale 
de {G) ne dépend que du roulement total et du glissement total, c'est-à-dire du 
point de contact final des deux cylindres et non pas de chemin suivi pour y 
arriver. 

Les résultats précédents s'étendent immédiatement au cas où {G) et {G') 
sont des congruences analytiques quelconques ; il suffit pour cela de remplacer 
les cylindres par les surfaces focales (2) et (2') des deux congruences et les 
hélices Ji et h' par des lignes tracées sur ces surfaces focales. La viration de 
deux congruences analytiques comprend donc deux déplacements particuliers, 
l'un est un simple glissement, l'autre un roulement sans glissement ; par suite 
les deux congruences doivent toujours contenir deux systèmes de surfaces réglées 
applicables deux à deux l'une sur l'autre. 

Revenons au mouvement le plus général d'un corps solide qui possède un 
seul degré de liberté: ce mouvement peut-être produit par la viration d'une 
certaine surface réglée S sur une autre surface réglée S' ; soient (2) et (2') les 
surfaces développables enveloppes des plans centraux de S et de S' ; pendant le 
mouvement du corps solide ces développables roulent en glissant l'une sur l'autre 
comme il a été dit. On pourra donc substituer au mouvement des surfaces S 
celui des surfaces (2) , toutes les fois qu'il y aura avantage à le faire ; mais 
l'utilité des surfaces développables (2) consiste surtout en ce que ces surfaces 
permettent de déterminer tout ce qui est relatif à la courbure des trajectoires 
décrites par les différentes droites de l'espace pendant le mouvement du corps 
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solide. Toutefois avant de déterminer ces éléments de courbure, il est nécessaire 
de considérer les congruences analytiques dans leurs rapports avec la théorie des 
surfaces réglées. 

111°. — Applications h la théorie des surfaces réglées. 

Etant donnée une surface réglée quelconque, on sait qu'il existe toujours une 
congruence analytique et une seule qui contienne cette surface réglée ; on dira 
donc que deux surfaces réglées sont de la même famille lorsqu'elles appartiennent 
à une même congruence analytique ou à des congruences identiques. 

Pour que cela ait lieu, il faut et il suffit qu'on puisse engendrer les deux 
congruences en faisant rouler le même plan réglé P sur deux surfaces dévelop- 
pables identiques. Cependant deux congruences analytiques peuvent avoir la 
même surface focale (2) et différer par la direction des réglures du plan P ; dans 
ce cas on dira que les surfaces réglées données sont de la même classe. 

En d'autres mots toute surface développable (2) détermine une classe de" 
surfaces réglées, qui peuvent toutes être engendrées par une droite d'un plan qui 
roule en glissant parallèlement sur (2) ; cette classe contient une infinité de 
familles qui différent seulement par la direction de la droite génératrice dans le 
plan mobile. D'après ce qu'on a vu précédemment, les lignes de striction de 
toutes les surfaces réglées appartenant à une même classe sont portées par la sur- 
face (2) qui caractérise la classe. Lorsque cette ligne de striction est une ligne 
géodésique de la surface (2) , la surface réglée correspondante prendra le nom de 
géodésicoïde ; on peut aussi dire qu'un géodésicoïde est une surface réglée dont les 
génératrices touchent une surface développable (2) aux différents points d'une 
ligne géodésique et font un angle constant avec cette géodésique.* Lorsque cet 
angle constant est nul, le géodésicoïde est développable, du reste toute surface 
développable est un géodésicoïde, car toute courbe gauche est une ligne géodé- 
sique de sa surface rectifiante. 

Toutes les surfaces réglées qui appartiennent à une même famille ont même 
cône directeur, puisque toute congruence analytique admet un cône directeur. 

Toutes les surfaces réglées qui appartiennent à une même classe admettent 

* Lorsque la ligne de striction d'une surface réglée a son plan osculateur constamment normal au 
plan central correspondant, cette surface est un géodésicoïde. Enfin on peut encore engendrer tout 
géodésicoïde en menant, par les différents points d'une courbe gauche des droites situées dans le plan 
rectifiant et faisant un angle constant avec la tangente. 
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pour cône directeur un cône engendré par une droite D d'un plan qui roule sur 
le cône directeur de la développable (2) , caractéristique de la classe considérée ; 
la droite D passe bien entendu par le sommet du cône directeur de (2) . 

Prenons comme exemple de classes de surfaces réglées, la classe dont la 
surface (2) est un cylindre d'ailleurs quelconque. Comme le cône directeur d'un 
cylindre se réduit à une droite, le cône directeur de toute surface réglée comprise 
dans cette classe sera de révolution ; réciproquement, si le cône directeur d'une 
sur/ace réglée est de révolution, le cône directeur de la surface (2) correspondante 
doit se réduire à une droite, dès lors l'enveloppe des plans centraux de la surface 
réglée est un cylindre (parallèle à l'axe du cône de révolution). La classe dont la 
surface (2) est un cylindre contient donc une infinité de familles admettant 
chacune un cône directeur de révolution ; parmi tous ces cônes il y en aura un 
qui se réduit à un plan (perpendiculaire au cylindre), c'est-à-dire que la classe 
considérée contient toujours une famille de surfaces réglées à plan directeur ; 
réciproquement toutes les surfaces à plan directeur font partie d'une classe carac- 
térisée par un cylindre : pour le paraboloïde ce cylindre est du second degré, pour 
le conoïde droit il se réduit à une droite. 

On peut prendre comme type de classe de surfaces réglées celle dont la sur- 
face (2) est un cylindre de révolution, car toute famille de cette classe forme une 
congruence circulaire; or une telle congruence est le type des congruences 
analytiques de même que le cercle est celui des courbes planes ou sphériques. 
Les géodésicoïdes de cette classe sont des hélicoïdes réglés. 

De même que pour compléter la théorie des mouvements à un degré de 
liberté, nous avons remplacé ceux-ci par des mouvements analytiques, de même 
nous compléterons la théorie des surfaces réglées en remplapant celles-ci par les 
congruences analytiques dont elles font partie. Cette manière de voir est 
d'ailleurs justifiée si l'on remarque qu'une surface réglée peut être considérée 
non-seulement comme la trajectoire d'une droite, mais aussi comme l'enveloppe 
d'une congruence mobile ; il en résulte que les éléments naturels de contact, de 
courbure, etc. d'une surface réglée sont des congruences et non pas des surfaces. 
Ainsi la tangente à une surface réglée le long d'une de ses génératrices sera la 
recticongruence déterminée par cette génératrice et par celle qui lui est infini- 
ment voisine ; la normale sera la recticongruence perpendiculaire à la tangente ; 
enfin le rayon et Yaxe de courbure de la surface seront respectivement le rayon et 
le pôle de la congruence circulaire passant par trois génératrices consécutives de 
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cette surface. Lorsque ce rayon de courbure est égal à -— /, la congruence cir- 

culaire osculatrice se confond avec la tangente, c'est-à-dire que la surface réglée 
présente une inflexion, etc. On voit que l'enveloppe des normales à une surface 
réglée, n'est pas autre chose que le lieu de ses axes de courbure ; ce lieu se 
nommera la développée de la surface donnée. Réciproquement toute surface 
réglée a une double infinité de développantes, toutes parallèles entre elles, car 
elles interceptent partout le même distangle sur leur normale commune. On 
peut toujours engendrer une surface réglée en faisant virer sa normale sur sa 
développée, et comme toute surface faisant partie de la normale ne peut être 
qu'un conoïde droit, on peut considérer toute surface réglée comme engendrée 
par la viration d'un conoïde droit sur sa développée ; ce conoïde et cette dével- 
oppée sont alors, dans l'espace mobile et dans l'espace fixe, le lieu des axes 
instantanés de torsion d'un trièdre trirectangle qui se déplacerait de telle fapon 
qu'une de ses arêtes décrive la surface donnée et qu'une autre arête reste nor- 
male à la surface au point central. 

Si l'on voulait déterminer les éléments d'une surface réglée en considérant 
non pas des congruences mais des surfaces, le conoïde dont on vient de parler 
jouerait le rôle de la normale, la tangente serait l'hélicoïde à plan directeur 
passant par deux génératrices, consécutives de la surface, enfin la courbure 
serait évaluée au moyen de l'hélicoïde dont l'axe coïnciderait avec l'axe de 
courbure et dont l'hélice de striction serait tangente à la ligne de striction de la 
surface. 

La considération de l'hélicoïde de courbure permet d'étendre à une surface 

réglée quelconque, certaines formules relatives à l'hélicoïde réglé. Ainsi on sait 

que le paramètre de distribution des plans tangents à l'hélicoïde est donné par la 

formule : 

h=-r (cotg |S — cotg a) , 

r étant le rayon du cylindre qui porte l'hélice de striction de l'hélicoïde ; /? 
l'angle compris entre la génératrice de l'hélicoïde et celle du cylindre et a l'angle 
compris entre la génératrice du cylindre et la tangente à l'hélice de striction ; 
on en conclut que le paramètre de distribution d'une surface réglée quelconque 
sera donné par le même formule, dans laquelle r sera le rayon de courbure prin- 
cipal de l'enveloppe des plans centraux, /? l'angle compris entre la génératrice 
de la surface et la caractéristique du plan central, et a l'angle compris entre cette 
caractéristique et la ligne de striction. 
43 



332 Saussure: Etude de Gréomêtrie Oinématique réglée. 

Il faut bien distinguer entre les hélicoïdes de raccordement de la surface 
réglée {M) et son hélicoïde de courbure ; ce dernier est unique, tandis que toute 
droite faisant partie de la recticongruence normale (ilfA) peut être prise comme 
axe d'un hélicoïde de raccordement : en effet soit A une droite rencontrant à 
angle droit la perpendiculaire commune à if et A et faisant avec M un distangle 
donné p -\- ql; tous les hélicoïdes que la droite M peut décrire autour de A ont 
même point et plan central que la surface {M), donc parmi ces hélicoïdes, celui 
qui a le même paramètre de distribution que la surface {M) sera de raccorde- 
ment. 

L'angle ^ que doit faire l'hélice de striction de cet hélicoïde avec l'axe A du 
cylindre qui la porte, sera déterminé par la relation : 

r (cotg /3 — cotg a)=.p (cotg q — cotg <^), 

où r, /3 et a ont la même signification que précédemment. La ligne de striction 
de l'hélicoïde de raccordement n'est tangente à celle de la surface {M), que si 
l'on a§ + ^ = |5 + a, c'est-à-dire s'il y a une certaine relation entre p Qi q (on 
obtiendra cette relation en éliminant ^ entre les deux dernières équations). 
Enfin lorsque l'hélicoïde est de courbure, son axé satisfait aux équations précé- 
dentes et est de plus parallèle à la caractéristique du plan central de la surface 
réglée, c'est-à-dire que ^ = a; mais alors q=-(i et r:=.p, il n'y a donc bien 
qu'un seul hélicoïde de courbure. Si la surface réglée est un géodésicoïde, sa 
ligne de striction sera en outre osculatrice à l'hélice de striction de l'hélicoïde de 
courbure et dans ce cas l'hélicoïde de courbure devient hélicoïde osculateur, mais 
dans le cas général cet hélicoïde est simplement celui qui se rapproche le plus 
de la surface, sans pour cela être osculateur. Si l'on voulait étudier une surface 
réglée au moyen d'une autre surface osculatrice plus simple, il faudrait choisir 
parmi les surfaces qui font partie de la congruence circulaire osculatrice, celle 
qui passe par trois génératrices consécutives de la surface donnée : la ligne de 
striction de cette surface doit donc être située sur le cylindre focal de la congruence 
circulaire et avoir trois points communs avec la ligne de striction de la surface 
donnée ; on choisira donc comme surface osculatrice, celle dont la ligne de stric- 
tion est l'intersection du cylindre focal avec le plan osculateur de la ligne de 
striction de la surface primitive ; cette intersection est une ellipse et comme la 
surface osculatrice est portée par une congruence circulaire, on peut faire décrire 
cette surface à une droite au moyen d'une seule torsion autour du pôle de la 
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congruence. Il est facile de voir que pendant cette torsion, tous les points de la 
droite décrivent des plans et que par suite la surface osculatrice en question est 
la surface du quatrième degré définie par une droite dont quatre points décrivent 
des plans fixes, surface qui a été étudiée par M. Mannheim. Le cône directeur 
de cette surface est de révolution et son axe est l'axe de courbure de la surface 
donnée. 

L'étude des courbes gauches peut être faite sous le même point de vue 
en prenant l'hélice comme courbe gauche type, c'est-à-dire que pour déter- 
miner les éléments de courbure d'une courbe gauche X en un de ses points, 
on remplacera la courbe par une hélice dans le voisinage du point. Cette 
hélice est évidemment l'hélice osculatrice de la courbe gauche. Pour la 
déterminer, appelons (2) la surface rectifiante de la courbe X et K l'axe du 
cylindre osculateur à (2) en un point quelconque m pris sur cette courbe ; l'hélice 
tangente en m à la courbe X et tracée sur ce cylindi^e osculateur sera l'hélice 
osculatrice cherchée, car X étant une ligne géodésique de (2) son plan osculateur 
en m est normal à (2) donc aussi au cylindre. Or la droite K est parallèle à la 
génératrice 2 de la surface (2), c'est:à-dire que l'axe de l'hélice osculatrice est 
parallèle à la droite rectifiante de la courbe gauche. 

La considération de l'hélice osculatrice permet d'étendre à une courbe 
gauche quelconque certaines formules relatives à l'hélice ; ainsi par exemple on 
sait que le rayon de courbure p et le rayon de torsion t d'une hélice sont donnés 
par les formules : 



" sin^ V ' sin v cos v ' 

r étant le rayon du cylindre qui porte l'hélice et v l'angle que fait la tangente à 
l'hélice avec les génératrices du cylindre ; on en conclut que les rayons de cour- 
bure et de torsion d'une courbe gauche quelconque sont donnés par les mêmes 
formules, seulement r désignera le rayon de courbure principal de la surface 
rectifiante de la courbe gauche et v l'angle que fait la droite rectifiante avec la 
tangente à la courbe. En divisant les formules précédentes on obtient la formule 
connue : 

tang V = — 
P 
et en éliminant v : 

r- P^' 
p' + t^' 
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Cette valeur de r exprime la distance de l'axe de l'hélice osculatrice au plan 
rectifiant de la courbe gauche. 

Les deux hélices h et h' de la Fig. (3) offrent un autre exemple de ce genre 
de généralisation ; le plan P tangent aux deux cylindres est le plan rectifiant 
des deux hélices et les génératrices de contact 2 et 2' sont les droites rectifiantes 
des hélices ; ces hélices ont même plan osculateurs et lorsqu'elles roulent l'une 
sur l'autre l'axe instantané de rotation est une droite A, située dans le plan P, 
dont la direction est déterminée par la relation trouvée plus haut : 

sin s r sin v' 



sin s' y sin ■» ' 

formule que l'on peut aussi écrire en vertu des relations précédentes : 

sin s p sin V t cos v 

sin s' p' sin v' r' cos v' ' 

On en conclut que les mêmes formules permettent de déterminer à chaque 
instant l'axe instantané de rotation de deux courbes gauches quelconques qui 
roulent l'une sur l'autre avec coïncidence des plans osculateurs ; cet axe de rota- 
tion est situé dans le plan rectifiant commun aux deux courbes et doit faire avec 
les droites rectifiantes de ces courbes des angles s et s', dont la dernière équation 
détermine le rapport. 

Goncîusion: Revenons au mouvement le plus général d'un corps solide 
soumis à cinq conditions; nous avons dit que tout problème concernant le 
déplacement des droites de l'espace peut être ramené à un. problème analogue 
concernant le déplacement des points d'une figure sphérique, en considérant le 
mouvement du corps solide comme faisant partie d'un mouvement analytique 
à deux degrés de liberté. Ces problèmes peuvent être de trois sortes, suivant 
que l'on considère le déplacement d'une seule droite, d'une série de droites (sur- 
face réglée) ou d'une congruence de droites. Le mouvement du solide est défini 
au moyen des deux surfaces réglées S et S' qui virent l'une sur l'autre, en se 
raccordant constamment suivant une génératrice commune A . 

1°. Déplacement d'une droite: Soit A une droite du corps solide; si A' 
(Fig. 1) est la position infiniment voisine de cette droite, le plan déterminé par 
la droite A et la perpendiculaire commune K est le plan central de la surface 
réglée décrite par A et par suite la droite R est la normale à cette surface i-églée 
au point central. Ainsi : la normale à la surface trajectoire de A en son point 
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central est la perpendiculaire commune à J. et à la droite de contact A des sur- 
faces S et S'. Pour avoir les normales aux différents points de la droite A, on 
déterminera le paramètre de distribution des plans tangents en remarquant que la 
droite A décrit pendant un temps très-court un élément d'hélicoïde autour de la 
droite A; si donc p -\- ql désigne le distangle formé par les droites ^ et A, on 
aura pour valeur du paramètre 

^ = p(cotg5 — COtg^)), 

4) étant l'angle que fait A avec la ligne de striction de l'hélicoïde de raccorde- 
ment. Mais la direction de cette ligne de striction ne coïncide pas en général 
avec celle de la ligne de striction de la surface {A), pas plus que la caractérisque 
du plan central de l'hélicoïde ne coïncide avec celle du plan central de la surface 
(A) ; la détermination de ces éléments ainsi que de tout ce qui a rapport à la 
courbure de la surface (A) nécessite la détermination de l'axe de courbure 
de (A). Pour construire cet axe, il suffit de considérer les congruences ana- 
lytiques qui contiennent les surfaces S et S' et de les faire virer l'une sur 
l'autre ; la droite A décrit alors une congruence contenant la surface réglée (A) , 
et dont l'axe de courbure est précisément l'axe cherché. Or, on a vu que 
cet axe de courbure peut être construit par une méthode identique à celle 
qui donne le centre de courbure de la trajectoire d'un point sur la sphère 
(ou sur le plan) et cette construction ne dépend que des droites J., A et des 
axes de courbure des surfaces S et S' relatifs à la droite A (car ces axes 
sont les axes de courbure des congruences qui contiennent S et S'). La 
construction dite de Savary se trouve ainsi étendue au cas du mouvement le 
plus général dans l'espace. Si H désigne l'axe de courbure de la trajectoire 
de A, on obtiendra la caractéristique du plan central de {A) en projetant la 
droite H sur ce plan central, c'est-à-dire sur le plan mené par A parallèlement 
à A. Enfin, si l'on pose distangle (AH) = r -f- a-f> l'angle ^ que fait la ligne 
de striction de la surface [A) avec la caractéristique du plan central sera donné 

par la formule : 

K=: r (cotg a — cotg (3) 

puisqu'on connaît déjà le paramètre K. Il est facile d'ailleurs de construire cette 
formule géométriquement. 

2°. Déplacement d'une surface réglée : Soit B une surface réglée reliée invari- 
ablement au corps solide ; la trajectoire de cette surface réglée est une congruence 
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(B), puisque chaque génératrice b de B décrit une surface réglée. On peut se 
proposer de déterminer les différents éléments de la congruence (B) relatifs à la 
génératrice b : pour cela on déterminera d'abord le paraboloïde des normales de 
la surface B le long de b et le paraboloïde des normales de la surface trajectoire 
de b ; ces deux paraboloïdes se coupent suivant deux droites qui rencontrent b à 
angle droit et qui sont les directrices de la congruence linéaire normale à la con- 
gruence (B), puisque ces droites sont normales communes à deux surfaces réglées 
appartenant à la congruence. 

3°, Déplacement d'une congruence : Soit G une congruence invariablement 
reliée au corps solide ; pendant le mouvement de celui-ci, la congruence G envel- 
oppe une surface réglée E qui est le lieu des droites d'intersection de deux 
positions infiniment voisines de la congruence mobile. Si la congruence G est 
analytique, on obtient sa caractéristique e en abaissant une recticongruence 
normale k G et passant par l'axe instantané de torsion A. Pour déterminer 
l'axe de courbure de la surface enveloppe E relatif à la droite e, on supposera 
de nouveau que le mouvement du solide fait partie d'un mouvement ana- 
lytique à deux degrés de liberté, obtenu en faisant virer l'une sur l'autre les 
congruences qui contiennent les surfaces yiS' et S' ; la congruence G enveloppe 
alors une congruence analytique qui contient la surface réglée E, et dont l'axe 
de courbure coïncide par conséquent avec l'axe cherché. Dès lors cet axe 
est aussi l'axe de courbure de la surface décrite, pendant le mouvement à un 
degré de liberté, par l'axe de courbure de la congruence G relatif à la géné- 
ratrice e ; on est ainsi ramené à un problème précédent. Si la congruence G 
se compose de toutes les droites situées dans un même plan, la surface enveloppe 
E sera évidemment la surface développable enveloppée par ce plan mobile. 
Les enveloppes des différents plans du corps solide ne sont donc que des cas 
particuliers des surfaces réglées enveloppées par les congruences qui participent 
au mouvement. 

On voit que l'on peut considérer toute surface réglée soit comme la trajec- 
toire d'une droite mobile soit comme l'enveloppe d'une congruence mobile et 
plus particulièrement d'une recticongruence mobile. En effet, les droites de 
l'espace et les recticongruences se correspondent dualistiquement comme les 
points et les grands cercles sur la sphère, et la surface réglée enveloppe d'une 
recticongruence mobile est la surface réciproque (ou polaire) de la surface décrite 
par le pôle de la recticongruence. 
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Appendice. 
Gomposition des movmements. 

Tout déplacement de l'espace étant équivalent à une torsion, le problème 
de la composition des mouvements revient à celui de la composition des torsions. 
Mais la loi de la composition des torsions peut être ramenée à son tour à la loi 
de composition des rotations sur une sphère : il suffit pour cela de remplacer les 
points de la sphère par les droites de l'espace. 

OnappelerarjecfeMrspAéng-itetoutarc On appelera vectangle tout arc de 

de grand cercle, dont on considère recticongruence dont on considère non- 



non-seulement la longueur mais aussi 
le sens et la position sur la sphère. 



seulement la grandeur mais aussi le 
sens et la position dans l'espace. On 
sait que cet arc est égal au distangle 
formé par les droites extrémités de 
l'arc. 



Pour représenter complètement un vectangle il suffit donc de représenter 
les deux droites qui forment ses extrémités. La perpendiculaire commune à 
ces deux droites est le pôle ou l'axe du vectangle. 



Toute rotation de la sphère sur elle- 
même peut être définie au moyen d'un 
vecteur sphérique porté par le grand 
cercle dont le pôle est le centre de 
rotation; la longueur du vecteur mesure 
sur ce grand cercle l'angle de la rota- 
tion. 



Etant donnés deux vecteurs sphé- 
riques sur la même sphère, on peut 
toujours leur donner pour origine 



Toute torsion de l'espace sur lui- 
même peut être définie au moyen d'un 
vectangle* porté par la recticongru- 
ence dont le pôle est l'axe de la tor- 
sion; le distangle P ■{■ QI formé par 
les droites extrémités du vectangle 
mesure la valeur de la torsion (la plus 
courte distance P mesure la transla- 
tion suivant l'axe du vectangle et 
l'angle Q la rotation autour de cet 
axe). 

Etant donnés deux vectangles 
quelconques on peut toujours leur 
donner pour origine commune la 



*Dans sa " Theory of Screws," R. S. Bail dit à la p;ige 4: " Those acquainted .... will perceive 
that a twist bears the same relation to a rigid body which a vector does to a point." Il semble qu'il 
serait-plus exact de remplacer "rigid body " par "straiglit Une." 
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commune le point d'intersection des droite d'intersection des recticongru- 
grands cercles qui les portent, en les ences qui les portent, en les faisant 
faisant glisser sur ces grands cercles. glisser le long et tourner autour de 

leurs axes respectifs. 

Ainsi l'origine commune de deux vectangles est la perpendiculaire com- 
mune aux axes de ces vectangles, et composer deux torsions quelconques en une 
seule revient à trouver le vectangle résultant de deux vectangles ayant même 
droite origine. 

Or, lorsque deux vecteurs sphériques ont la même origine, on sait que leur 
vecteur résultant est égal en grandeur, sens et position au double du vecteur 
dont l'extrémité est le point milieu du premier vecteur composant et dont 
l'origine est le point milieu d'un vecteur égal et opposé au second vecteur* com- 
posant ; on peut donc dire immédiatement que : 

Le vectangle résultant de deux vectangles qui ont même droite origine est égal en 
grandeur , sens et position au double du vectangle dont V extrémité est la droite milieu 
du premier vectangle composant et dont l'origine est la droite milieu d'un vectangle 
égal et opposé au second vectangle composant.f 

Cette règle permet de composer deux déplacements quelconques car une 
translation n'est pas autre chose qu'une torsion dont l'angle est nul ; un vectangle 
dont les extrémités sont parallèles représente donc une translation (dans ce cas 
l'axe devient indéterminé) et de même, un vectangle dont les extrémités se 
rencontrent représente une rotation. 

Proposons-nous maintenant d'établir la loi générale de composition d'un 
nombre quelconque de torsions. Il est évident que l'on pourrait opérer de 
proche en proche en combinant les deux premières torsions en une seule, 
puis celle-ci avec la troisième et ainsi de suite ; mais il serait préférable de 
pouvoir construire la torsion résultante directement au moyen d'une sorte de 
"polygone des torsions " analogue au polygone des forces. Il suffit pour cela 
de résoudre le même problème sur la sphère. 



* Cette règle se déduit directement du théorème de Eodrigues sur la composition de deux rotations 
autour d'axes concourants, car elle n'en est pas autre chose que le théorème corrélatif. Elle a du reste 
aussi été énoncée sous cette forme par Sylvester. 

t Cette règle a été énoncée par W. Burnside dans le "Messenger of Mathematics" (vol. 19 et 
vol. 83). Du reste, elle avait déjà été donnée auparavant par T. W. Warren dans le "Quarterly Jour- 
nal of Pure and Applied Mathematics " (vol. SO), comme corollaire d'un théorème plus général sur la 
composition d'un nombre quelconque de torsions, mais ainsi que nous le ferons remarquer, le théorème 
de VS^arren ne possède pas tout le degré désirable de généralité. 
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Supposons qu'une sphère subisse successivement une rotation sur elle-même 
d'un angle a autour d'un point A pris comme pôle, puis une rotation /3 autour 
du point B, y autour de G, è autour de Z>, e autour de jE^ et ^ autour de F; quel 
sera le pôle et l'angle de la rotation résultante ? 

La réponse à cette question est basée sur les remarques suivantes : pour que 
deux polygones sphériques puissent rouler exactement l'un sur l'autre, il faut et 
il suffit que leurs côtés homologues soient égaux deux à deux ; ce roulement 
consiste en une succession de rotations autour des différents sommets du polygone 
fixe et l'angle de chacune de ces rotations est égal à la somme algébrique des 
angles extérieurs correspondants des deux polygones ; enfin, si les deux poly- 
gones sont fermés, le polygone mobile reviendra à sa position initiale après avoir 
fait le tour complet du polygone fixe, de sorte que la rotation effectuée autour 
d'un sommet quelconque est égale et opposée à la résultante de toutes les autres 
rotations. 

Or les pôles A, B, O F forment un polygone ouvert fixe P (Fig. 4) 

et le polygone Q qui en roulant sur P produira successivement les rotations 




FiG. 4. 

a, /?, y , . . . . ^, est entièrement déterminé puisque 1° les côtés de Q doivent 
être respectivement égaux aux côtés homologues de P , 2° la somme algébrique 
des angles extérieurs homologues de P et de Q doit être égale pour chaque 
sommet à la rotation correspondante qui est donnée. 

On tracera donc le côté AB' égal au côté AB et faisant avec celui-ci l'angle 
a changé de signe ; puis le côté B'G' égal à BG et faisant avec le côté précédent 
44 
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un angle extérieur égal à /3 moins l'angle extérieur du polygone P relatif au 
sommets, et ainsi de suite; le polygone ouvert AB' C D E' F' ainsi obtenu 
sera tel qu'en roulant sur le polygone P, il produirait le même mouvement que 
celui qui résulterait des rotations données. Le pôle de la rotation résultante 
cherchée sera donc un point X qui doit fermer à la fois les deux polygones 
P et Ç de manière à ce que ceux-ci puissent rouler indéfiniment l'un sur l'autre. 
Pour qu'il en soit ainsi il faut d'abord que XP= XF', donc le point X est sur 
la perpendiculaire élevée sur le milieu de FF' ; d'autre part si l'on suppose que 
le polygone Q tourne autour de X jusqu'à ce que F' vienne en F, le point E' 
viendra en un certain point E", le point X sera donc aussi sur la perpendiculaire 
élevée sur le milieu de E'E" ; il est par suite entièrement déterminé car le point 
E" est tel que FE" = F'E' = FE et l'angle EFE" est égal à if puisque cet angle 
est la somme des angles extérieurs de P et de Q relatifs au sommet F. Ayant 
ainsi déterminé le point X qui ferme les polygones, enjoindra XA, XF et XF' 
et l'angle F'XF représentera la rotation résultante. 

Dans ce qui précède, on suppose que les rotations ont lieu autour de points 
fixes sur la sphère; si au contraire les centres de rotation A, B, G, .... F 
étaient liés à la sphère mobile, ce serait le polygone P qui roulerait sur le poly- 
gone Q] aussi on devra prendre toutes les rotations a, ^, y, etc. avec des signes 
contraires. Ce changement de signe altérera complètement les angles et la posi- 
tion du polygone Q ; le point E" sera aussi changé car ce n'est plus le point F' 
qui doit venir en F mais le point F qui vient en F'. A part cela toutes les 
constructions restent les mêmes. 

Enfin, si une partie des centres de rotation étaient fixes et l'autre partie 
mobile, on combinerait les deux constructions précédentes et l'on pourra toujours 
compléter les polygones P et Ç qui permettent de trouver la rotation résul- 
tante X.* 

Dans le cas oii le nombre des rotations se réduit à deux, les polygones 
P et Ç deviennent des triangles et l'on retrouve le théorème de Rodrigues. 

Pour obtenir la torsion résultante d'un nombre quelconque de torsions, il ne 



* Au lieu de considérer les polygones P et Q, on aurait pu considérer leurs polygones polaires 
P' et Q' ; les rotations seraient alors représentées par des vecteurs sphériques ; les angles homologues 
de P'' et Q' seraient égaux et la somme algébrique des côtés homologues serait égale au vecteur 
sphérique correspondant ; enfin, tandis que P et Ç roulent l'un sur l'autre sans glisser, P' et Q' glisse- 
raient l'un sur l'autre sans rouler. 
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reste plus qu'à remplacer les points de la sphère par des droites de l'espace : si 
A, B, (7, . . . . i'' désignent les axes des torsions composantes, ces axes formeront 
ime figure P dont les côtés seront formés des distangles AB, BC, . . . . EF et 
dont les angles seront formés des codistangles déterminés par les perpendiculaires 
commîmes aux droites A Qi B, B ei G, . . . . E Qt F. On en déduira une 
seconde figure Q dont chaque distangle sera égal, au distangle homologue de P 
et dont chaque codistangle extérieur sera égal à la torsion correspondante moins 
le codistangle extérieur homologue de la figure P ; la figure Q ainsi obtenue est 
le polygone des torsions et la droite X qui ferme ce polygone sera l'axe de la 
torsion résultante, car la figure Q construite comme il vient d'être dit, pourra 
virer exactement sur la figure P de telle sorte qu'elle revienne à sa position 
initiale après avoir effectué le tour complet de P. 

Si les axes -4, -S, O, . , . . F àQS torsions composantes ne sont pas fixes dans 
l'espace, mais sont entraînés avec le corps solide qui subit les torsions, on déter- 
minera la figure Q de la même manière en ayant soin de changer le signe de 
toutes les torsions ; dans ce cas ce sera la figure P qui virera sur la figure fixe Q* 

Considérons maintenant le problème de la décomposition des torsions : Sup- 
posons que la sphère fondamentale subisse une rotation donnée autour d'un 
certain point X pris comme pôle ; on peut toujours décomposer cette rotation 
en trois autres devant avoir lieu successivement autour de trois pôles A , B, G, 
donnés arbitrairement sur la sphère. En effet, les quatre points A, B, G,X, 
forment un quadrilatère fixe P et le quadrilatère Q qui doit rouler exactement 
sur P est entièrement déterminé, puisqu'on en connaît les quatre côtés et un 
angle (celui qui correspond au sommet X); \&. figure Q étant ainsi construite, on 
en déduit immédiatement la valeur des trois rotations composantes A, B, G. 
Enfin, en remplapant les points de la sphère par les droites de l'espace, la même 
construction permet de décomposer wie torsion donnée en trois autres dont les axes 
soient trois droites données arbitrairement dans l'espace. 

Jusqu'ici nous n'avons considéré que des déplacements finis. Lorsque les 
déplacements sont infiniment petits, les vectangles qui les représentent sont eux- 

♦ On voit maintenant que le gauche reetangular rîgid polygon considéré par Warren dans l'article 
cité plus haut, n'est qu'un cas particulier du polygone des torsions : cet auteur ne considère en effet 
que le cas où les deux figures P et Ç sont égales dans toutes leurs parties, alors qu'il suifisait que leurs 
distangles (et non leurs codistangles) fussent égaux deux à deux. C'est parce qu'il contient une condi 
tion qui n'est pas nécessaire que le théorème de Warren ne s'applique qu'au cas où les torsions données 
sont précisément égales au double des codistangles de la figure P. 
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mêmes infiniment petits, mais la règle de composition reste la même puisque cette 
règle est indépendante de la valeur des vectangles composants. Toutefois comme 
on ne peut pas effectuer de constructions sur des grandeurs géométriques infini- 
ment petites et qu'on ne peut pas non plus remplacer ces grandeurs par des 
grandeurs finies proportionnelles (excepté dans le cas où les déplacements se 
réduisent à des translations), il est nécessaire d'établir ime méthode pour déter- 
miner la plus courte distance et l'angle des droites milieux Ci et Cg dans le cas 
où les vectangles AB^ et AB^ sont infiniment petits. 

Dans ce but, prenons comme plan horizontal de projection un plan passant 
par l'axe 0^ du vectangle AB^ et parallèle à l'axe Oi du vectangle ABi . La 
droite A origine commune des deux vectangles, se projettera au point A (Fig. 5) ; 




FiG. 5. 



les extrémités B^ et B^ se projetteront suivant des droites respectivement per- 
pendiculaires aux axes horizontaux Oi et O^. 

Les deux vectangles composants sont infiniment petits; posons donc: vect- 
angle AB^ = dPi + IdQi, vectangle ABg = dP^ + IdQçi, et soit : DE= dx + Idy 
le vectangle résultant qu'il s'agit de déterminer. 

La droite milieu Gi du vectangle ABi se projette suivant une droite perpen- 
diculaire à l'axe Ox et passant par le point milieu h de cet axe ; la droite milieu 
(/g d'un vectangle égal et opposé au vectangle AB^ se projette suivant une 
perpendiculaire à 0^ passant par le point d situé à une distance de A égale à 

( —? j . D'après la règle, l'axe du vectangle résultant est la perpendiculaire 

commune aux droites Ci et G^; or ces droites étant infiniment voisines de la 
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droite A, leur perpendiculaire commune rencontrera aussi A à angle droit, 
donc: 

1°. Lorsque les deux vectangles composants sont infiniment petits, la droite origine 
du vectangle résultant coïncide avec la droite origine des vectangles composants. 

La perpendiculaire commune aux droites 6^ et Cj est donc vme droite hori- 
zontale Xdont la projection passe par le point A, et pour la déterminer com- 
plètement, il suffit de déterminer sa direction et sa cote au dessus du plan 
horizontal. Dans ce but on définira les droites Gi et G^ au moyen de leurs traces 
sur les plans horizontaux passant respectivement par les axes Oi et Og . Soit a 
la plus courte distance de ces axes ; la cote du point b sera égale à a* et la trace 

k de la droite G^ sera à une distance de b égale à («— ^) » puisque la droite Cj 

fait avec la verticale A l'angle infiniment petit — ^ . De même pour la droite 

jf /^ 

Gg, le point d aura une cote nulle et le point e de cote a sera tel que de:= — a —^ • 

La direction de la plus courte distance de deux droites étant perpendiculaire à 
un plan parallèle aux deux droites, on mènera par le point k par exemple une 
droite k^ égale et parallèle à, de; le plan bke' sera parallèle aux droites Ci et Cg 
et comme la cote de e* est égale à la cote de 6 , la droite bef est une horizontale de 
ce plan, c'est-à-dire que toute droite perpendiculaire au plan bke' se projetera 
suivant une droite perpendiculaire à be'. On sait du reste que l'axe du vectangle 
résultant est une droite horizontale qui rencontre A , donc : 

2°. On obtiendra la projection de Taxe résultant X en abaissant du point A une 
perpendiculaire sur la droite be' (résultante de deux vecteurs proportionnels k dQi 
et — dQi qu'on peut supposer de grandeur finie). 

La translation résultante dx est égale au double de la plus courte distance 
des droites G3 et Cj, c'est-à-dire de la distance d'un point quelconque de la droite 
Gg au plan bke' ; cette plus courte distance étant horizontale, le plan bke' est 
vertical (à un infiniment petit près) et le point e ayant même cote que l'horizon- 
tale 5e', la distance cherchée sera égale à la distance du point e à la droite be. 
Si donc on mène eD parallèle à 5e', la longueur Dp sera la moitié de la transla- 
tion résultante, c'est-à-dire que : 



■ Les cotes sont indiquées dans la Fig. 5 par des indices entre parenthèses. 
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3°. Pour obtenir la translation résultante, on construira le polygone edAbhe' 
(dont les côtés sont des longueurs finies respectivement proportionnelles aux 
quantités — adQ^, — dP^, dPi, adQ^et — adQ^et on mesurera la distance 
du point e a la droite hé ; cette distance sera proportionnelle h la translation résul- 
tante. 

Si l'on suppose que le point I) représente une droite verticale et que l'on 
mène la droite j^ perpendiculaire à X à une distance égale au double de Dp, le 
vectangle DE sera la projection du vectangle résultant cherché. 

Quant à la rotation résidtante di/, on sait qu'elle est égale au double de 
l'angle formé par les droites C-, et Gg, c'est-à-dire de l'angle bM ; cet angle étant 

infiniment petit a pour mesure — , donc be' = a — ^ , ainsi : 

a 2t 

4°. La rotation résultante est la résultante des rotations composantes (repré- 
sentées par des vecteurs de grandeur finie proportionnels à c^Ç^ et dQ^). 

Il ne reste plus pour achever le problème qu'à déterminer la cote de l'axe 
résultant X au-dessus du plan horizontal. Considérons le paraboloïde engendré 
par une droite horizontale qui s'appuie sur les droites Gi et (7g; la perpen- 
diculaire commune à ces droites est une génératrice de ce paraboloïde ; les 
droites horizontales dh et eh sont aussi deux génératrices de ce paraboloïde 
et comme en réalité les points d, h, e,b sont infiniment voisins du point Â 
ces génératrices rencontrent la droite A ; on les obtiendra donc en menant 
par le point A des droites Au et Av respectivement parallèles aux diago- 
nales dh et eb du polygone de grandeur finie considéré précédemment. D'autre 
part, le plan hM qui est vertical (à un infiniment petit près) est un plan directeur 
du paraboloïde, puisqu'il est parallèle, aux deux directrices Gi et Gg, donc le 
plan vertical dont la trace est be' coupe le paraboloïde suivant une droite dont on 
connaît déjà les deux points « et v; la droite uv étant ainsi une génératrice du 
second système doit rencontrer en p la droite X qui est une génératrice du pre- 
mier système ; pour trouver la cote du point p , on rabattra la droite uv sur le 
plan horizontal en uw au moyen de la perpendiculaire vw égale à a. Ainsi : 

5°. La cote de l'axe résultant X au-dessus du plan horizontal est égale au seg- 
ment pq (obtenu comme il a été dit). 

Le vectangle résultant DE des deux vectangles infiniment petits XBj^ et 
AB2 est ainsi complètement déterminé au moyen de constructions effectuées sur 
des grandeurs finies, ces constructions étant déduites de la loi générale qui régit 
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la composition des vectangles de grandeur finie. On voit aussi que le vectangle 
résultant de deux vectangles infiniment petits est indépendant de l'ordre de com- 
position. 

Dans certains cas particuliers les constructions se simplifient beaucoup ; 
ainsi par exemple si l'on veut composer deux rotations dQi et dQ^^ dont les axes 
Oi et O2 sont situés à une distance a l'un de l'autre, on posera dPi=^ et dPo=^ 0, 




c'est-àrdire que les points & et cZ se confondront avec le point A . On verra sans 
peine que dans ce cas la construction se réduit à la suivante (Fig. 6). 

On élève le segment Ae proportionnel à dQ^ perpendiculairement à 0^ et le 
segment Ah proportionnel h dQi perpendiculairement à Oi; on jointe^ et l'on 
construit le segment ew=. a perpendiculairement à «A ; enfin on joint hw . L'axe 
de la torsion résultante sera la droite AX perpendiculaire à eh et dont la cote est 
égale 2k pq; la rotation résultante sera proportionnelle au segment eh et la transla- 
tion résultante sera proportionnelle au segment pA multiplié par a . 



Dans la théorie précédente, la ligne droite est prise comme élément d'espace, 
non-seulement au point de vue géométrique, mais aussi au point de vue mécanique ; 
cette manière de voir conduit à la conception d'une cinématique réglée. La raison 
d'être de cette branche de la cinématique provient du fait que le déplacement le 
plus général d'im corps solide est une torsion et l'efibrt le plus général exercé sur 
un solide est ce que Pliicker appelle un dyname et Bail un torseur (wrench) ; 
car l'effort que développe un dyname ou un torseur s'exerce sur une droite de 



346 Saussure: Etude de Géométrie Ginématique réglée. 

même qu'une force s'exerce sur un point, puisque le vectangle est à la droite ce 
que le vecteur est au point. 

Une même recticongruence peut porter des torseurs ou des vectangles de 
pas et d'amplitude quelconques de même qu'une ligne droite peut porter des 
vecteurs de toute grandeur autrement dit un vectangle est un arc de recticongru- 
ence de même qu'un vecteur est un arc de ligne droite ; enfin deux torseurs quel- 
conques peuvent toujours être supposés appliqués sur la même droite, parce que 
les recticongruences qui les portent ont toujours une droite commune. 



